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나눗셈과 합동식
나눗셈 정리 (Division Algorithm)

• 정수 𝑎와 0이 아닌 정수 𝑏가 있을 때, 𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟, 0 ≤ 𝑟 < |𝑏|를 만족하는 정수 𝑞, 𝑟은 유일함
- 이때 𝑞를 몫, 𝑟을 나머지라고 부름

- 8을 3으로 나누었을 때의 몫은 2, 나머지는 2 (8 = 3 × 2 + 2)

- 8을 -3으로 나누었을 때의 몫은 -2, 나머지는 2 (8 = (−3) × (−2) + 2)

- -8을 3으로 나누었을 때의 몫은 -3, 나머지는 1 (−8 = 3 × (−3) + 1)

- -8을 -3으로 나누었을 때의 몫은 3, 나머지는 1 (−8 = −3 × 3 + 1)
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나눗셈과 합동식
약수와 배수

• 정수 𝑎, 𝑏에 대해 𝑏 = 𝑎𝑛을 만족하는 정수 𝑛이 존재하면 𝑎는 𝑏의 약수, 𝑏는 𝑎의 배수
- 𝑎|𝑏 : 𝑎가 𝑏를 나눈다, 𝑏는 𝑎로 나누어진다.

- 정의에 의해 모든 정수는 0을 나눌 수 있음

• 𝑎 = 𝑏 = 0이 아닌 정수 𝑎, 𝑏에 대해, 𝑔|𝑎, 𝑔|𝑏를 만족하는 가장 큰 자연수 𝑔: 최대공약수
• 𝑎|𝑙, 𝑏|𝑙를 만족하는 가장 작은 자연수 𝑙: 최소공배수
• 𝑎와 𝑏의 최대공약수가 1이면 𝑎와 𝑏는 서로소
• 𝑎𝑏 = 𝑔𝑙

- 𝑎 = 𝑔𝑎′, 𝑏 = 𝑔𝑏′라고 하면 𝑎′과 𝑏′은 서로소

- 𝑙 = 𝑔𝑎′𝑏′이므로 𝑎𝑏 = 𝑔2𝑎′𝑏′ = 𝑔𝑙임

- 𝑙 = 𝑎𝑏/𝑔
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나눗셈과 합동식
합동

• 정수 𝑎, 𝑏와 0이 아닌 정수 𝑛이 있을 때, 𝑛|(𝑎 − 𝑏)이면 𝑎와 𝑏가 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)에서 합동
- 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)

- 𝑎와 𝑏를 𝑛으로 나눈 나머지가 동일하다는 뜻

합동의 성질
• 반사성, 대칭성, 추이성

- 𝑎 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑛)

- 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑛)이면 𝑏 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑛)

- 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑛)이고 𝑏 ≡ 𝑐(𝑚𝑜𝑑 𝑛)이면 𝑎 ≡ 𝑐(𝑚𝑜𝑑 𝑛)

• 사칙연산
- 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑛)이면

- 두 정수 𝑐 ≡ 𝑑(𝑚𝑜𝑑 𝑛)에 대해, 𝑎 ± 𝑐 ≡ 𝑏 ± 𝑐(𝑚𝑜𝑑 𝑛)

- 0이 아닌 두 정수 𝑐 ≡ 𝑑(𝑚𝑜𝑑 𝑛)에 대해, 𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑐 𝑚𝑜𝑑 𝑛

- 나눗셈은 성립 안 함
- 9 ≡ 12 𝑚𝑜𝑑 3 , 9/3 ≢ 12/3(𝑚𝑜𝑑 3)
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배수 판정법
기본적인 지식

• 모든 정수 𝑎 = 𝑎𝑛𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2⋯𝑎2𝑎1𝑎0은 ∑𝑎𝑖10
𝑖로 나타낼 수 있음

• 𝑎 ≡ 𝑎𝑘−1𝑎𝑘−2⋯𝑎1𝑎0(𝑚𝑜𝑑 10
𝑘)

- 𝑖 ≥ 𝑘인 항은 모두 0과 합동

• 따라서 𝑎 ≡ 𝑎0(𝑚𝑜𝑑 10)

• 마찬가지로 10 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)이므로 𝑎 ≡ 𝑎0(𝑚𝑜𝑑 2)

• 10의 배수: 일의 자리 수가 0인 수
• 2의 배수: 일의 자리가 짝수(0, 2, 4, 6, 8)인 수
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배수 판정법
4, 8, 16의 배수 판정법

• 100 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 4)

• ∑𝑎𝑖10
𝑖에서 𝑖 ≥ 2인 항은 모두 100의 배수이므로 𝑎 ≡ 𝑎1𝑎0 (𝑚𝑜𝑑 4)

• 마찬가지로 1000 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 8)이므로 𝑎 ≡ 𝑎2𝑎1𝑎0(𝑚𝑜𝑑 8)

• 10000 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 16)이므로 𝑎 ≡ 𝑎3𝑎2𝑎1𝑎0(𝑚𝑜𝑑 16)

• 4의 배수: 마지막 두 자리(100으로 나눈 나머지)가 4의 배수인 수
• 8의 배수: 마지막 세 자리가 8의 배수인 수
• 16의 배수: 마지막 네 자리가 16의 배수인 수
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배수 판정법
3, 9의 배수 판정법

• 3의 배수: 모든 자리 수의 합이 3의 배수인 수
• 9의 배수: 모든 자리 수의 합이 9의 배수인 수

• 10 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 3 , 10 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 9)

• 따라서 𝑎 ≡ ∑𝑎𝑖10
𝑖 ≡ ∑𝑎𝑖1

𝑖 ≡ ∑𝑎𝑖 𝑚𝑜𝑑 3 , 𝑎 ≡ ∑𝑎𝑖(𝑚𝑜𝑑 9)
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배수 판정법
11의 배수 판정법

• 11의 배수: 뒤에서부터 교대로 더하고 뺀 수가 11의 배수인 수
- ex. 30987은 7-8+9-0+3 = 11이므로 11의 배수

• 10 ≡ −1(𝑚𝑜𝑑 11)

• 따라서 𝑎 ≡ 𝑎𝑛𝑎𝑛−1𝑎𝑛−2⋯𝑎2𝑎1𝑎0 ≡ ∑𝑎𝑖10
𝑖 ≡ ∑𝑎𝑖 −1

𝑖 ≡ 𝑎0 − 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎3 +⋯(𝑚𝑜𝑑 11)
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배수 판정법
7, 11, 13의 배수 판정법

• 7, 11, 13의 배수: 뒤에서부터 세 자리씩 교대로 더하고 뺀 수가 7, 11, 13의 배수인 수
- ex. 85’002’918는 918 – 002 + 085 = 1001이고, 1001 = 7 * 11 * 13이므로 7, 11, 13의 배수

• 1000 ≡ −1(𝑚𝑜𝑑 1001)

• 𝑎 ≡ −1 0𝑎2𝑎1𝑎0 + −1 1𝑎5𝑎4𝑎3 + −1 2𝑎8𝑎7𝑎6 +⋯ ≡ ∑ −1 𝑖𝑎3𝑘+2𝑎3𝑘+1𝑎3𝑘 (𝑚𝑜𝑑 1001)

• 7 | 1001이므로 𝑎 ≡ ∑ −1 𝑖𝑎3𝑘+2𝑎3𝑘+1𝑎3𝑘 (𝑚𝑜𝑑 7)

• 마찬가지로 11 1001, 13 1001이므로 𝑚𝑜𝑑 11,𝑚𝑜𝑑 13에서도 성립
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거듭제곱
목표: 음이 아닌 정수 𝑎, 𝑏, 𝑐에 대해 𝑎𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑐)를 구하는 것

• 𝑏 = 0이면 𝑎𝑏 = 1

• 𝑏 ≥ 1이면 두 가지 경우로 나눠서 생각할 수 있음
- 2 | 𝑏이면 𝑎𝑏 = 𝑎𝑏/2 × 𝑎𝑏/2

- 2 ∤ 𝑏이면 𝑎𝑏 = 𝑎 × 𝑎(𝑏−1)/2 × 𝑎 𝑏−1 /2

• 곱셈 연산을 할 때마다 𝑐로 나눈 나머지를 취하면
• 𝑎 < 𝑐일 때 계산 과정 도중에 나오는 값은 𝑐2미만
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거듭제곱
BOJ 1629. 곱셈

• 2147483647(= 231 − 1) 이하의 자연수 a, b, c가 주어졌을 때
• 𝑎𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑐를 구하는 문제
• 계산 도중에 int 범위를 넘어갈 수 있으므로 long long 사용
• Pow 함수의 호출 횟수: log2 𝑏 + 2번
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거듭제곱
BOJ 1629. 곱셈

• 𝑏 = 5 일 때 𝑏를 이진법으로 나타내 보면 101 2 (2
2 + 20)

• 𝑎5는 𝑎4 × 𝑎1로 나타낼 수 있음
• 𝑎1, 𝑎2, 𝑎4, 𝑎8, ⋯ 를 알고 있다면 최대 log2 𝑏번의 곱셈으로 𝑎𝑏를 구할 수 있음
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거듭제곱
BOJ 11819. The Shortest does not Mean the Simplest

• 똑같은 문제인데 1 ≤ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≤ 1018

- 곱셈을 하는 순간 long long 범위를 넘어감

• 거듭제곱과 동일한 방법으로 𝑎 × 𝑏를 log2 𝑏번의 덧셈으로 구하면 됨
- 𝑎, 𝑏 < 𝑐일 때 𝑎𝑏 < 𝑐2이지만 𝑎 + 𝑏 < 2𝑐라서 long long 범위를 넘어가지 않음
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거듭제곱
BOJ 11819. The Shortest does not Mean the Simplest

• 똑같은 문제인데 1 ≤ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≤ 1018

• 채점 환경에 따라 __int128_t와 __uint128_t를 사용할 수 있음
• 하지만 cin, cout으로 입출력은 안 되므로 적절히 처리해야 함

- 입출력 범위가 long long 이내라면 입출력만 long long으로 처리

- 또는 문자열  __int128_t 변환 구현
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거듭제곱
BOJ 10830. 행렬 제곱

• 행렬의 거듭제곱도 계산할 수 있음
• 행렬 곱셈의 항등원은 단위 행렬
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이항 계수
BOJ 11050. 이항 계수 1

• 𝑛
𝑟

=
𝑛!

𝑟! 𝑛−𝑟 !

- 𝑛개의 원소 중 𝑟개를 선택하는 경우의 수

- 𝑥 + 1 𝑛에서 𝑥𝑟의 계수

• 이항 계수를 구하는 가장 단순한 방법
- 𝑛!, 𝑟!, 𝑛 − 𝑟 !을 각각 구한 다음 나눗셈

- 𝑛 > 20이면 64비트 정수형으로 𝑛!을 저장할 수 없음
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이항 계수
BOJ 11050. 이항 계수 1

• 𝑛
𝑟

=
𝑛!

𝑟! 𝑛−𝑟 !
=

𝑛× 𝑛−1 × 𝑛−2 ×⋯× 𝑛−𝑟+2 ×(𝑛−𝑟+1)

1×2×3×⋯× 𝑟−1 ×𝑟

- n 곱하고 1 나누고

- n-1 곱하고 2 나누고

- ...

- (n-r+1) 곱하고 r 나누고

• 계산 과정에서 나오는 수는 모두 정수
- 연속한 정수 n개의 곱은 n!의 배수

-
1

𝑛!
𝑘 + 1 𝑘 + 2 ⋯ 𝑘 + 𝑛 = 𝑘+𝑛

𝑛
이고, 𝑘+𝑛

𝑛
은 정수이기 때문

• 𝑟 ≤
𝑛

2
이면 항상 𝑛 × 𝑛

𝑟
보다 작거나 같은 값만 봐도 됨
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이항 계수
BOJ 11051. 이항 계수 2

• 𝑛
𝑟
𝑚𝑜𝑑 10007을 계산하는 문제

• 나눗셈이 들어가면 나머지 연산을 사용할 수 없음

• 나눗셈 없이 이항 계수를 계산하는 방법

- 𝑛
𝑟

= 𝑛−1
𝑟

+ 𝑛−1
𝑟−1

- (n번째 원소 선택하지 않고 1..n-1에서 r개 선택) + (n번째 원소 선택하고 1..n-1에서 r-1개 선택)

- 덧셈만 이용해서 이항 계수를 구할 수 있음

• 파스칼의 삼각형
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이항 계수
BOJ 11051. 이항 계수 2

• 𝑛
𝑟
𝑚𝑜𝑑 10007을 계산하는 문제

• 나눗셈이 들어가면 나머지 연산을 사용할 수 없음

• 나눗셈 없이 이항 계수를 계산하는 방법

- 𝑛
𝑟

= 𝑛−1
𝑟

+ 𝑛−1
𝑟−1

- 0 ≤ 𝑟1, 𝑟2 < 𝑀이면 0 ≤ 𝑟1 + 𝑟2 < 2𝑀

- 따라서 𝑟1 + 𝑟2 ≥ 𝑀일 때만 𝑟1 + 𝑟2 −𝑀 사용하면 됨
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C/C++의 나눗셈 연산
C/C++의 나눗셈 연산

• a, b가 정수일 때 (a / b) * b + (a % b) = a를 만족하는 몫과 나머지를 반환함
• b가 a의 약수가 아니면 몫 0에 가까워지도록 자름 (truncation towards zero)

- 8 / 3 = 2 8 % 3 = 2 2 * 3 + 2 = 8

- 8 / (-3) = -2 8 % (-3) = 2 (-2) * (-3) + 2 = 8

- (-8) / 3 = -2 (-8) % 3 = -2 (-2) * 3 + (-2) = -8

- (-8) / (-3) = 2 (-8) % (-3) = -2 2 * (-3) + (-2) = -8

• 나머지를 0 ≤ 𝑟 < |𝑏| 범위에 넣고 싶을 때는
- r = r + (r ≥ 0 ? 0 : |b|)

- 또는 r = (r + |b|) % |b|
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C/C++의 나눗셈 연산
BOJ 17466. N! mod P (1)

• N과 P가 주어지면 N!을 P로 나눈 나머지를 구하는 문제
• N, P ≤ 108 이므로 계산 과정 도중에 최대 1016까지의 수를 볼 수 있음
• long long을 사용하면서, 곱셈 연산을 할 때마다 나머지를 취하면 됨
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C/C++의 나눗셈 연산
C/C++의 나눗셈 연산

• floor와 ceil 직접 구현하기
- math.h (또는 cmath)에 있는 floor/ceil은 부동 소수점 자료형을 사용하기 때문에 정확하지 않음

- 정수 간의 나눗셈의 결과를 버림/올림하는 것은 정수만 사용해서 정확하게 수행할 수 있음

• p / q에서 항상 q > 0이라고 가정하자.
- q < 0이면 p와 q에 각각 -1 곱하면 됨

• p ≥ 0 인 경우
- 버림: p / q

- 올림: (p + q – 1) / q

• p < 0 인 경우
- 버림: (p – q + 1) / q

- 올림: p / q
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